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1 Banque CCPINP

Exercice : Numéro 1

1) On considère deux suites numériques (un)n∈IN et (vn)n∈IN telles que un ∼
+∞

vn.

Démontrer que un et vn sont de même signe à partir d’un certain rang.
Correction : Puisque un ∼

+∞
vn, on peut écrire, au voisinage de +∞, un = vn+o(vn). o(vn) = εnvn avec lim

n→+∞
εn = 0. lim

n→+∞
εn = 0

donc il existe entier N tel que : ∀ n ∈ N, n > N ⇒ |εn| 6
1

2
. Et donc ∀ n > N , |o(vn)| = |εnvn| 6

1

2
|vn| c’est à dire ∀ n > N ,

−
1

2
|vn| 6 o(vn) 6

1

2
|vn|. On en déduit que ∀ n > N , −

1

2
|vn|+ vn 6 un 6

1

2
|vn|+ vn. (*)

Soit n ∈ N tel que n > N .
Premier cas : Si vn > 0

Alors d’après (*), un >
1

2
vn et donc un > 0.

Deuxième cas cas : Si vn 6 0

Alors d’après (*), un 6
1

2
vn et donc un 6 0.

On en déduit qu’à partir du rang N , un et vn sont de même signe.

Autre méthode :

un ∼
+∞

vn ⇐⇒ ∃ (εn) / un − vn = εnvn avec lim
n→+∞

εn = 0

⇐⇒ ∃ (εn) / un = (1 + εn)vn avec lim
n→+∞

εn = 0 (∗)

lim
n→+∞

εn = 0 donc il existe un entier n0 tel que : ∀ n ∈ N, n > n0 =⇒ |εn| 6
1

2
. Donc, ∀ n ∈ N, n > n0 =⇒ −

1

2
6 εn 6

1

2
.

On en déduit que ∀ n ∈ N, n > n0 =⇒ 1 + εn >
1

2
> 0. (**)

D’après (*) et (**), pour n > n0, un et vn sont de même signe.

2) Déterminer le signe, au voisinage de l’infini, de : un = sh

(
1

n

)
− tan

(
1

n

)
.

Correction : Au voisinage de +∞, sh(
1

n
) =

1

n
+

1

6n3
+ o

(
1

n3

)
et tan

1

n
=

1

n
+

1

3n3
+ o

(
1

n3

)
. Donc un ∼

+∞
−

1

6n3
.

On en déduit, d’après 1., qu’à partir d’un certain rang, un est négatif.

Exercice : Numéro 43
Soit x0 ∈ IR.

On définit la suite (un) par u0 = x0 et, ∀n ∈ N , un+1 = Arctan(un).

1) (a) Démontrer que la suite (un) est monotone et déterminer, en fonction de la valeur de x0, le sens de
variation de (un).
Correction : Premier cas : Si u1 < u0

Puisque la fonction f : x 7→ Arctan x est strictement croissante sur R alors Arctan(u1) < Arctan(u0) c’est-à-dire u2 < u1.
Par récurrence, on prouve que ∀n ∈ N , un+1 < un. Donc la suite (un) est strictement décroissante.
Deuxième cas : Si u1 > u0

Par un raisonnement similaire, on prouve que la suite (un) est strictement croissante.
Troisième cas : Si u1 = u0

La suite (un) est constante.

Pour connâıtre les variations de la suite (un), il faut donc déterminer le signe de u1−u0, c’est-à-dire le signe de Arctan(u0)−u0.

On pose alors g(x) = Arctanx− x et on étudie le signe de la fonction g.

On a ∀x ∈ R, g′(x) =
−x2

1 + x2
et donc ∀ x ∈ R∗, g′(x) < 0.

Donc g est strictement décroissante sur R et comme g(0) = 0 alors :

∀x ∈ ]0,+∞[, g(x) < 0 et ∀x ∈ ]−∞, 0[, g(x) > 0.

On a donc trois cas suivant le signe de x0 :

- Si x0 > 0, la suite(un) est strictement décroissante.

- Si x0 = 0, la suite (un) est constante.

- Si x0 < 0, la suite(un) est strictement croissante.
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(b) Montrer que (un) converge et déterminer sa limite.

Correction : La fonction g étant strictement décroissante et continue sur R, elle induit une bijection de R sur g(R) = R.

0 admet donc un unique antécédent par g et, comme g(0) = 0, alors 0 est le seul point fixe de f .

Donc si la suite (un) converge, elle converge vers 0, le seul point fixe de f .

Premier cas : Si u0 > 0

L’intervalle ]0,+∞[ étant stable par f , on a par récurrence, ∀n ∈ N, un > 0. Donc la suite (un) est décroissante et minorée par

0, donc elle converge et ce vers 0, unique point fixe de f .

Deuxième cas : Si u0 < 0

Par un raisonnement similaire, on prouve que (un) est croissante et majorée par 0, donc elle converge vers 0.

Troisième cas : Si u0 = 0

La suite (un) est constante.

Conclusion : ∀ u0 ∈ R, (un) converge vers 0.

2) Déterminer l’ensemble des fonctions h continues sur R telles que : ∀x ∈ R, h(x) = h(Arctan x).

Correction : Soit h une fonction continue sur R telle que, ∀x ∈ R, h(x) = h(Arctan x).

Soit x ∈ R.

Considérons la suite (un) définie par u0 = x et ∀n ∈ N , un+1 = Arctan(un).

On a alors h(x) = h(u0) = h(Arctan(u0)) = h(u1) = h(Arctan(u1)) = h(u2) = . . . .

Par récurrence, on prouve que, ∀n ∈ N, h(x) = h(un).

De plus lim
n→+∞

h(un) = h(0) par convergence de la suite (un) vers 0 et par continuité de h.

On obtient ainsi : h(x) = h(0) et donc h est une fonction constante.

Réciproquement, toutes les fonctions constantes conviennent.

Conclusion : Seules les fonctions constantes répondent au problème.

Exercice : Numéro 55
Soit a un nombre complexe.

On note E l’ensemble des suites à valeurs complexes telles que :
∀ n ∈ N, un+2 = 2aun+1 + 4(ia− 1)un avec (u0, u1) ∈ C2.

1) (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de l’ensemble des suites à valeurs complexes.

Correction : Montrons que E est un sous-espace-vectoriel de l’ensemble des suites à valeurs complexes.

La suite nulle appartient à E ( obtenue pour (u0, u1) = (0, 0)).

Soit u = (un)n∈N et v = (vn)n∈N deux suites de E. Soit λ ∈ C.

Montrons que w = u+ λv ∈ E.

On a ∀ n ∈ N, wn = un + λvn.

Soit n ∈ N.

wn+2 = un+2 + λvn+2.

Or (u, v) ∈ E2, donc wn+2 = 2aun+1 + 4(ia− 1)un + λ (2avn+1 + 4(ia− 1)vn)

c’est-à-dire wn+2 = 2a (un+1 + λvn+1) + 4(ia− 1) (un + λvn)

ou encore wn+2 = 2awn+1 + 4(ia− 1)wn.

Donc w ∈ E.

Donc E est un sous-espace vectoriel de l’ensemble des suites à valeurs complexes.

(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.

Correction : On considère l’application ϕ définie par :

ϕ :
E −→ C2

u = (un)n∈N 7−→ (u0, u1)
Par construction, ϕ est linéaire et bijective.

Donc ϕ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

On en déduit que dimE = dimC2 = 2.

2) Dans cette question, on considère la suite de E définie par : u0 = 1 et u1 = 1.
Exprimer, pour tout entier naturel n, le nombre complexe un en fonction de n.
Indication : discuter suivant les valeurs de a.

Correction : Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 à coefficients constants.
On introduit l’équation caractéristique (E) : r2 − 2ar − 4(ia− 1) = 0.
On a deux possibilités :

– si (E) admet deux racines distinctes r1 et r2, alors ∀ n ∈ N, un = αrn1 + βrn2
avec (α, β) que l’on détermine à partir des conditions initiales.

– si (E) a une unique racine double r, alors ∀ n ∈ N, un = (αn+ β)rn

avec (α, β) que l’on détermine à partir des conditions initiales.

Le discriminant réduit de (E) est ∆′ = a2 + 4ia− 4 = (a+ 2i)2.
Premier cas : a = −2i

r = a = −2i est racine double de (E).
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Donc, ∀ n ∈ N, un = (αn+ β)(−2i)n.
Or u0 = 1 et u1 = 1, donc 1 = β et 1 = (α+ β)(−2i).

On en déduit que α =
i

2
− 1 et β = 1.

Deuxième cas : a 6= −2i

On a deux racines distinctes r1 = 2(a+ i) et r2 = −2i.

Donc ∀ n ∈ N, un = α (2(a+ i))n + β (−2i)n.

Or u0 = 1 et u1 = 1, donc α+ β = 1 et 2(a+ i)α− 2iβ = 1.

On en déduit, après résolution, que α =
1 + 2i

2a+ 4i
et β =

2a+ 2i− 1

2a+ 4i
.

Exercice : Numéro 5

1) On considère la série de terme général un =
1

n (lnn)
α où n > 2 et α ∈ IR.

(a) Cas α 666 0

En utilisant une minoration très simple de un, démontrer que la série diverge.

Correction : ∀ n > 3, lnn > 1 donc (lnn)α 6 1. On en déduit que : ∀ n > 3, un >
1

n
. Or

∑
n>1

1

n
diverge. Donc , par critère de

minoration pour les séries à termes positifs, on en déduit que
∑

un diverge.

(b) Cas α > 0

Étudier la nature de la série.

Indication : On pourra utiliser la fonction f définie par f(x) =
1

x(lnx)α
.

Correction : La fonction f : x 7→
1

x(ln x)α
est décroissante et positive sur [2; +∞[ donc :∑

n>2

f(n) et

∫ +∞

2

f(x) dx sont de même nature.

Puisque

∫ X

2

f(x) dx =
t=ln x

∫ ln(X)

ln 2

dt

tα
, on peut affirmer que :

∫ +∞

2

f(x) dx converge ⇐⇒ α > 1.

On en déduit que :
∑
n>2

f(n) converge ⇐⇒ α > 1.

2) Déterminer la nature de la série
∑
n>3

(
e−

(
1 +

1

n

)n)
e

1
n

(ln(n2 + n))
2 .

Correction : On pose, pour tout entier naturel n > 2, un =

(
e−

(
1 +

1

n

)n)
e

1
n

(ln(n2 + n))2
.

Au voisinage de +∞, e−
(

1 +
1

n

)n
= e− e

n ln
(
1+ 1

n

)
= e− e

n

(
1
n
− 1

2n2 +o

(
1
n2

))
= e− e

1− 1
2n

+o
(

1
n

)
=

e

2n
+ o

(
1

n

)
.

On en déduit qu’au vosinage de +∞, e−
(

1 +
1

n

)n
∼

+∞

e

2n
.

De plus, au voisinage de +∞, ln
(
n2 + n

)
= 2 lnn+ ln

(
1 +

1

n

)
= 2 lnn+

1

n
+ o

(
1

n

)
. Donc ln

(
n2 + n

)
∼

+∞
2 lnn.

Et comme e
1
n ∼

+∞
1, on en déduit que un ∼

+∞

e

4
×

1

n (lnn)2
. Or, d’après 1.(b),

∑
n>2

1

n (lnn)2
converge.

Donc, par critère d’équivalence pour les séries à termes positifs,
∑
n>2

un converge.

Exercice : Numéro 6 Soit (un)n∈N une suite de réels strictement positifs et l un réel positif strictement
inférieur à 1.

1) Démontrer que si lim
n→+∞

un+1

un
= l, alors la série

∑
un converge.

Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim
n→+∞

un+1

un
= l, puis majorer, pour n assez grand, un

par le terme général d’une suite géométrique.

Correction : Par hypothèse : ∀ ε > 0, ∃N ∈ N/ ∀n > N, |
un+1

un
− l| 6 ε. (1)

Prenons ε =
1− l

2
.

Fixons un entier N vérifiant (1).

Alors ∀ n ∈ N, n > N =⇒ |
un+1

un
− l| 6

1− l
2

.

Et donc, ∀n > N,
un+1

un
6

1 + l

2
.

On pose q =
1 + l

2
. On a donc q ∈ ]0, 1[.

On a alors ∀n > N, un+1 6 qun.
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On en déduit, par récurrence, que ∀n > N, un 6 qn−NuN .

Or
∑
n>N

q
n−N

uN = uNq
−N ∑

n>N

q
n

et
∑
n>N

q
n

converge car q ∈ ]0, 1[.

Donc, par critère de majoration des séries à termes positifs,
∑

un converge.

2) Quelle est la nature de la série
∑
n>1

n!

nn
?

Correction : On pose : ∀ n ∈ N∗, un =
n!

nn
.

∀ n ∈ N∗, un > 0 et ∀ n ∈ N∗,
un+1

un
=

nn

(n+ 1)n
= e
−n ln(1+

1

n
)
.

Or −n ln(1 +
1

n
) ∼

+∞
−1 donc lim

n→+∞

un+1

un
= e−1 < 1.

Donc
∑

un converge.

Exercice : Numéro 7

1) Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de nombres réels positifs.
On suppose que (vn)n∈N est non nulle à partir d’un certain rang.
Montrer que :

un ∼
+∞

vn =⇒
∑

un et
∑

vn sont de même nature.

Correction : Par hypothèse, ∃N0 ∈ N/ ∀ n ∈ N, n > N0 =⇒ vn 6= 0.

Ainsi la suite

(
un

vn

)
est définie à partir du rang N0.

De plus, on suppose que un ∼
+∞

vn.

On en déduit que lim
n→+∞

un

vn
= 1.

Alors, ∀ ε > 0, ∃N ∈ N tel queN > N0 et ∀ n ∈ N, n > N =⇒
∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ 6 ε. (1)

Prenons ε =
1

2
. Fixons un entier N vérifiant (1).

Ainsi, ∀ n ∈ N, n > N =⇒
∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ 6 1

2
.

C’est-à-dire, ∀ n ∈ N, n > N =⇒ −
1

2
6
un

vn
− 1 6

1

2
.

On en déduit que ∀ n ∈ N, n > N =⇒
1

2
6
un

vn
6

3

2
. (*)

Premier cas : Si
∑

vn converge

D’après (*), ∀ n > N , un 6
3

2
vn.

Donc, par critère de majoration des séries à termes positifs,
∑

un converge.

Deuxième cas : Si
∑

vn diverge

D’après (*), ∀ n > N ,
1

2
vn 6 un.

Donc, par critère de minoration des séries à termes positifs,
∑
un diverge.

Par symétrie de la relation d’équivalence, on obtient le résultat.

2) Étudier la convergence de la série
∑
n>2

(i− 1) ln(n) sin

(
1

n

)
(√
n+ 3− 1

) .

(i est ici le nombre complexe de carré égal à −1)

Correction : On pose ∀ n > 2, un =

((−1)n + i) lnn sin

(
1

n

)
(√
n+ 3− 1

) .

|un| =

√
2 lnn sin(

1

n
)(√

n+ 3− 1
) .

De plus |un| ∼
+∞

√
2 lnn

n
3
2

= vn

On a n
5
4 vn =

√
2 lnn

n
1
4

, donc lim
n→+∞

n
5
4 vn = 0. On en déduit que

∑
vn converge.

D’après 1.,
∑
n>2

|un| converge.

Donc
∑
n>2

un converge absolument.

De plus, la suite (un)n>2 est à valeurs dans C, donc
∑
n>2

un converge.

Exercice : Numéro 46 On considère la série :
∑
n>1

cos
(
π
√
n2 + n+ 1

)
.
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1) Prouver que, au voisinage de +∞, π
√
n2 + n+ 1 = nπ +

π

2
+ α

π

n
+ O

(
1

n2

)
où α est un réel que l’on

déterminera.

Correction : π
√
n2 + n+ 1 = nπ

√
1 +

1

n
+

1

n2
.

Or, au voisinage de +∞,

√
1 +

1

n
+

1

n2
= 1 +

1

2
(

1

n
+

1

n2
)−

1

8n2
+O(

1

n3
) = 1 +

1

2n
+

3

8n2
+O(

1

n3
).

Donc, au voisinage de +∞, π
√
n2 + n+ 1 = nπ +

π

2
+

3

8

π

n
+O(

1

n2
).

2) En déduire que
∑
n>1

cos
(
π
√
n2 + n+ 1

)
converge.

Correction : On pose ∀n ∈ N∗, vn = cos
(
π
√
n2 + n+ 1

)
.

D’après 1., vn = cos

(
nπ +

π

2
+

3

8

π

n
+O(

1

n2
)

)
= (−1)n+1 sin

(
3

8

π

n
+O(

1

n2
)

)
.

Donc vn =
3π

8

(−1)n+1

n
+O(

1

n2
).

Or
∑
n>1

(−1)n+1

n
converge (d’après le critère spécial des séries alternées) et

∑
n>1

O(
1

n2
) converge (par critère de domination), donc∑

n>1

vn converge.

3)
∑
n>1

cos
(
π
√
n2 + n+ 1

)
converge-t-elle absolument ?

Correction : D’après le développement asymptotique du 2., on a |vn| ∼
+∞

3π

8n
.

Or
∑
n>1

1

n
diverge (série harmonique), donc

∑
n>1

|vn| diverge, c’est-à-dire
∑
n>1

vn ne converge pas absolument.

2 Suites numériques

Exercice 1 : Soit (un)n∈IN une suite réelle convergente. Que peut-on dire de la suite (bunc)n∈IN ?
Correction : On peut avoir plusieurs cas possibles. Cela vient du fait que la fonction partie entière n’est pas continue.

Exercice 2 : Déterminer la limite de la suite u =
((

2 sin( 1
n + 1

2 cos(n)
)n)

n∈IN∗
.

Correction : On utilise sin(x) 6 x et on majore la suite par une suite géométrique
((

9
10

)n)
n∈IN∗

Exercice 3 : Soit (un)n∈IN une suite réelle bornée. Montrer que la suite (vn)n∈IN définie par, pour n ∈ IN,
vn = sup {up|p > n}, est convergente.

Correction : Si on note An = {up|p > n}, alors la suite (An) est décroissante pour l’inclusion et donc (vn) est aussi décroissante.

Elle est de plus minorée par la borne inférieure de (un).

Exercice 4 : Déterminer la limite de la suite (un)n∈IN∗ définie par :

∀n ∈ IN∗ un =

n∑
k=1

1√
(n+ k − 1)(n+ k)

Correction : Encadrement pour chercher somme de Reimann

Exercice 5 : Pour x ∈ [0, 1] et n ∈ IN tel que n > 2, on pose fn(x) = xn − nx+ 1.

1) Montrer qu’il existe un unique xn ∈ [0, 1] tel que fn(xn) = 0.

Correction : théorème de la bijection sur le segment

2) (a) Montrer que la suite (xn)n>2 converge.

Correction : fn+1(xn) = xn+1
n − (n+ 1)xn + 1 = xn+1 − xn + (−nxn + 1)

Par définition de xn on a alors fn+1(xn) = xn+1
n − xn − xnn. Comme xn est dans [0, 1] on a fn+1(xn) 6 0. De plus fn+1 est

décroissante et fn+1(xn+1 = 0. On en déduit que xn+1 6 xn. La suite est donc décroissante, minorée par 0, donc convergente.

(b) Soit a ∈]0, 1[, étudier le signe de fn(a) pour n suffisamment grand.
En déduire la limite de la suite (xn)n>2.

Correction : Comme on a a < 1, an → 0 et donc fn(a) ∼ −na. Donc fn(a) < 0 à partir d’un certain rang.

Comme fn est décroissante et fn(xn) = 0, on en déduit que xn < a à partir d’un certain rang. C’est la définition de la convergence

vers 0.

3) (a) Donner un équivalent simple de xn lorsque n tend vers +∞.

Correction : On utilise la définition de xn : xnn − nxn + 1 = 0, d’où xn =
1

n
+
xnn
n . Soit a ∈]0, 1[.

Comme (xn)n∈IN∗ est décroissante et positive on a, pour n assez grand, xn < an. On en déduit que
xnn
n

= o
(

1
n

)
.

D’où xn ∼ 1
n
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(b) F Donner un développement asymptotique à deux termes de xn quand n tend vers +∞.

Correction : si on note yn = xn − 1
n . A l’aide de l’équation définissant xn.

xnn = nxn − 1 devient
(

1
n + yn

)n = nyn. On a donc nyn = en(ln(n)+nyn+o(nyn). De plus nyn = xnn 6 xn3 , ce qui permet de dire

que lim
n→+∞

n(nyn + o(nyn)) = 0 et donc nyn ∼ e−n ln(n), d’où yn ∼ 1

nn+1

Exercice 6 : ?

1) Soit n ∈ IN∗, montrer que Pn (x) = xn + x2 − 1 admet une unique racine un dans l’intervalle ]0, 1[.

2) Etudier la suite (un)n∈IN∗

3) Déterminer un équivalent simple de

(
un − lim

n→+∞
un

)
Exercice 7 : On considère les suites (un)n∈IN et (vn)n∈IN définies par

∀n ∈ IN un =

2n+1∑
k=0

(−1)k

(2k)!
et vn = un +

1

(4n+ 4)!

1) Montrer que ces suites sont adjacentes.

Correction : on revient à la définition.

2) Montrer que la limite commune est irrationnel.

Correction : Par l’absurde en encadrant la limite commune

Exercice 8 : F
Soit (un)n∈IN une suite réelle, de limite 0.

1) Si on suppose un + un+1 ∼
2

n
, a-t-on toujours un ∼ 1

n ?

2) Montrer que, si on a un + u2n ∼
3

2n
, alors un ∼

1

n

Exercice 9 : Étudier la convergence de la suite (un) définie par :

1) u0 = a > 1,∀n ∈ IN un+1 =
1

2

(
un +

a

un

)
.

2) u0 = 0,∀n ∈ IN un+1 = u2
n + α.

3) u0 > 0,∀n ∈ IN un+1 = αun .

3 Séries numériques

Exercice 10 : Déterminer la nature de la série de terme général :

1)
n!

nn
Correction : On peut utiliser la formule de Stirling, ou la majo-

ration n!
nn 6 2

n2 .

2)
(
ch
(

1
n

))−n 5
2

Correction : Par développement, converge

3) (1 +
√
n)
−n

Correction : par comparaison à 2−n, converge

4) e−
√
n2−1

Correction : c’est un 0( 1
n2 ), converge

5)
a
√
n

nα
avec a ∈ IR

Correction : converge si et seulement si a < 1 ou (a = 1 et α > 1)

6)
ln (n!)

na

Correction : on montre par encadrement (comme série intégrale)

que ln(n!) ∼ n ln(n), converge si et seulement si a > 2.

7) 3
√
n3 − 4n2 + 5n−

√
n2 + an+ b avec (a, b) ∈ IR2

Correction : converge si et seulement si a = − 8
3 et b = 14

9 .

Exercice 11 : Même question :

1)
(−1)

n

n+ (−1)
n+1

Correction : en cherchant un

développement, converge

2) (−1)
n ln (n)

n
Correction : t 7→ ln(t)

t décroit à partir

de e.

3)
(−1)

n

n
√
n!

Correction : on montre en passant au

logarithme que
1
n√
n!

décroit. En remar-

quant que, si n = 2p, n! > (p + 1)p,

montre que
n√
n!→∞., converge
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Exercice 12 : Calculer les sommes des séries suivantes, en montrant leur convergence :

1)

+∞∑
n=0

(n+ 1) 3−n

Correction : 9
4

2)

+∞∑
n=2

(
1√
n− 1

+
1√
n+ 1

− 2√
n

)
Correction : 1− 1√

2

3)

+∞∑
n=3

2n− 1

n3 − 4n

Correction : décomposition en

éléments simples, 89
96

4)

+∞∑
n=0

arctan

(
1

n2 + n+ 1

)

Correction : L’astuce consiste à écrire

arctan

(
1

n2 + n+ 1

)
= arctan(n+ 1)−

arctan(n), π2

5)

+∞∑
n=1

ln

(
n2 + 3n+ 2

n2 + 3n

)
Correction : on factorise, puis

télescopage, ln(3)

Exercice 13 : Calculer les sommes, après avoir justifier leur convergence, des séries de terme général un suivant :

1) un = ln
(

1 + (−1)n

n

)
Correction : on regroupe les termes 2

par 2, 0

2) un = (−1)
n
∫ 1

0

tnf (t) dt avec f ∈

C 0 ([0, 1] , IR+)

Correction : on écrit la somme partielle

et on majore le reste,

∫ 1

0

f(t)

1 + t
dt

3) un =
n

n4 + n2 + 1
Correction : Décomposition en

éléments simples réels qui donne un

télescopage, 1
2

4) un =
sin
(

1
n(n+1)

)
cos
(

1
n

)
cos
(

1
n+1

)
Correction : On développe le sinus,

tan(1)

Exercice 14 : On considère les suites (an)n∈IN et (bn)n∈IN définies par : ∀n ∈ IN, an = π
2

(
2 +
√

3
)n
, et

bn = π
2

(
2−
√

3
)n
.

1) Que peut-on dire de la suite (sin (an + bn))n∈IN ?

2) Démontrer que lim
n→+∞

sin (an) = 0.

3) Etudier la convergence de la série
∑

sin (an) .

Exercice 15 : On considère la suite (un)n∈IN∗ définie par un =

n∑
k=1

1

k
− ln (n).

1) Donner un équivalent de ln (n+ 1)− ln (n)− 1
n+1 lorsque n tend vers +∞.

En déduire que la série
∑

(un+1 − un) converge.

2) En déduire qu’il existe une constante γ telle que

n∑
k=1

1

k
= ln (n) + γ + o (1)

3) Calculer

lim
n→+∞

2n∑
k=n

1

k
et lim

n→+∞

2n∑
k=n

1

2k + 1

Exercice 16 :
On considère la suite (un)n∈IN définie par : 0 < u0 < 1 et ∀ n ∈ IN, un+1 = un − u2

n.

1) Montrer que la suite (un)n∈IN converge. Quelle est sa limite ?

2) Montrer que la série de terme général u2
n converge.

3) Montrer que les séries de termes généraux ln

(
un+1

un

)
et un divergent.

Correction : télescopage et équivalence

4) Montrer que, pour tout n ∈ IN, un <
1

n+ 1
et que la suite (nun)n∈IN est croissante. On note ` sa limite.

Correction : la fonction t 7→ t(1− t) est croissante sur [0, 1
2 ], récurrence. Pour la monotonie on fait la différence.

5) On pose un =
`− vn
n

. Montrer que la série de terme général vn+1 − vn converge.

Correction : télescopageEn déduire que un est équivalent à
1

n
.

Correction : comme vn+1−vn = (−1+nun)un+u2
n, si ` 6= 1 alors on a une contradiction de convergence de série car (−1+nun)un ∼

(−1 + `)un qui est le terme d’une série divergente.

Exercice 17 : Soit (un) une suite définie par la donnée de u0 ∈ IR∗ et la relation : ∀ n ∈ IN,
un+1

un
=
n+ a

n+ b
où

a, b sont deux constantes réelles (−a,−b /∈ IN).
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1) Montrer que un est de signe constant à partir d’un certain rang.

2) On pose vn = (n+ b− 1)un. Étudier la convergence de la suite (vn) (on introduira la série de terme général
ln(vn+1)− ln(vn)).

Correction : ln(vn+1 − ln(vn) = ln
(

1 + a−b+1
n+b−1

)
, on en déduit que


si a− b+ 1 > 0, vn → +∞
si a− b+ 1 = 0, vn = Cst

si a− b+ 1 < 0, vn → 0

3) ? En déduire que la série
∑
un converge si et seulement si a− b+ 1 < 0 et calculer sa somme en fonction de

a, b, u0.

Correction : (n+ b)un+1 − (n+ a)un = 0⇒ (n+ b)un+1 + (b− a− 1)

n∑
k=0

uk − au0 = 0 et donc

+∞∑
k=0

uk =
(b− 1)u0

b− a− 1

Exercice 18 : ?

Soit la suite de terme général un =

n∑
k=2

ln(k)

k
.

1) Donner un équivalent de un en +∞.

2) Montrer que la suite de terme général : vn = un −
ln2(n)

2
est convergente.

3) F Soit ` = lim
n→+∞

vn. Donner un équivalent de vn − `.

Correction : vn − ` = −
+∞∑
k=n

(∫ k+1

k

ln(t)

t
dt−

ln(k + 1)

k + 1

)
= −

+∞∑
k=n

wk avec wk ∼ ln(k)

2k2
, on obtient vn − ` ∼ − ln(n)

2n

Exercice 19 :

1) Soit (un) une suite réelle telle que
∑
|un| et

∑
n|un| convergent. On note vn =

+∞∑
k=n

uk.

(a) Montrer que nvn → 0.

(b) Montrer que

+∞∑
n=1

vn =

+∞∑
n=1

nun.

2) Application : Calculer lorsque c’est possible :

+∞∑
k=1

krk.

Correction : r
(1−r)2
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