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1 Banque CCPINP

Exercice : Numéro 1
1) On considere deux suites numériques (un), e €t (Vn), ey telles que uy, 3

Démontrer que u,, et v, sont de méme signe a partir d'un certain rang.

Correction : Puisque u,, ~ v,, on peut écrire, au voisinage de +00, uy, = vy +0(vy). 0(v,) = vy, avec lim e, =0. lim e, =0
+oo n—-+oo n— +oo

1 1
donc il existe entier N tel que : Vn € N, n > N = |eg,| < 3" Et donc Vn > N, |o(v,)| = |envn| < 5 |vy| c’est & dire Vn > N,

1 1 1 1
—5|vn\ < o(vy) < §|vn| On en déduit que Vn > N, —5\vn\ + v, < up < §|'un| + vp. (%)
Soit n € N tel que n > N.
Premier cas : Si v, >0
1
Alors d’apres (*), u, > Evn et donc u, > 0.
Deuxiéme cas cas : Si v, <0
1
Alors d’apres (*), u, < Evn et donc u, < 0.
On en déduit qu’a partir du rang N, u, et v, sont de méme signe.

Autre méthode :

Up ~ Uy <= T(en)/Un — Uy =epv,avec lim g, =0
+ oo n— +o0o

<= 3J(en)/un =(1+ep)vypavec lim e, =0 (%)
n—

N | =

“+ oo
. . . . 1 1
hT en = 0 donc il existe un entier ng tel que : Vn € N, n > ng = |e,| < 3 Donc,Vn e N, n > ng = -3 <en <
n—-+0oo
1
On en déduit que Vn € Nyn >2ng = 1+4+¢, > 5 > 0. (*%)
D’apres (*) et (**), pour n > ng, u, et v, sont de méme signe.
, . . . o 1
2) Déterminer le signe, au voisinage de Uinfini, de : u, =sh | — ) —tan | —
n n
c " At voisi do 1 h(l) LA 1 S DS S S 1\ 5 1
orrection : Au voisinage de 400, sh(—) = — + — 40 — ) et tan— = — 4+ — +0o( — |]. Donc u,, ~ ——.
& n 6n3 n3 n n  3n3 n3 " foo  6n3

On en déduit, d’apres 1., qu’a partir d’un certain rang, u,, est négatif.

Exercice : Numéro 43
Soit zp € IR.
On définit la suite (u,) par ug = zg et, ¥n € N, u,41 = Arctan(uy,).

1) (a) Démontrer que la suite (u,) est monotone et déterminer, en fonction de la valeur de zo, le sens de

variation de (uy,).
Correction : Premier cas : Si u; < ug

Puisque la fonction f :  — Arctan x est strictement croissante sur R alors Arctan(u;) < Arctan(ug) c’est-a-dire us < uq.

Par récurrence, on prouve que Vn € N, up41 < up. Donc la suite (u,,) est strictement décroissante.
Deuxiéme cas : Si u; > ug

Par un raisonnement similaire, on prouve que la suite (u, ) est strictement croissante.

Troisiéme cas : Si u; = ug

La suite (u,) est constante.

Pour connaitre les variations de la suite (uy,), il faut donc déterminer le signe de w1 — ug, c’est-a-dire le signe de Arctan(ug) — ug.

On pose alors g(z) = Arctanz — x et on étudie le signe de la fonction g.
2

On aVz €R, ¢g'(z) = et donc Vz € R*, ¢'(z) < 0.

T
14 a2
Donc g est strictement décroissante sur R et comme g(0) = 0 alors :
Vz € ]0,+oo[, g(z) < 0 et Vz € ]—00,0[, g(z) > 0.

On a donc trois cas suivant le signe de xg :

- Si zg > 0, la suite(u,) est strictement décroissante.

- Si o = 0, la suite (u,) est constante.

- Sizg < 0, la suite(u,) est strictement croissante.



(b) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
Correction : La fonction g étant strictement décroissante et continue sur R, elle induit une bijection de R sur g(R) = R.
0 admet donc un unique antécédent par g et, comme g(0) = 0, alors 0 est le seul point fixe de f.
Donc si la suite (u,) converge, elle converge vers 0, le seul point fixe de f.
Premier cas : Si ug > 0
L’intervalle ]0, 400 étant stable par f, on a par récurrence, Vn € N, u,, > 0. Donc la suite (u,,) est décroissante et minorée par
0, donc elle converge et ce vers 0, unique point fixe de f.
Deuxiéme cas : Si ug <0
Par un raisonnement similaire, on prouve que (u,) est croissante et majorée par 0, donc elle converge vers 0.
Troisiéme cas : Si up =0
La suite (u,) est constante.

Conclusion : Vug € R, (uyn) converge vers 0.

2) Déterminer ’ensemble des fonctions h continues sur R telles que : Vo € R, h(z) = h(Arctan ).
Correction : Soit h une fonction continue sur R telle que, Vz € R, h(z) = h(Arctan z).
Soit = € R.
Considérons la suite (u,) définie par ug = x et Vn € N, up41 = Arctan(uy,).
On a alors h(z) = h(ug) = h(Arctan(ug)) = h(u1) = h(Arctan(ui)) = h(uz) = ....
Par récurrence, on prouve que, Vn € N, h(z) = h(uy).
De plus nEToo h(un) = h(0) par convergence de la suite (un) vers 0 et par continuité de h.
On obtient ainsi : h(z) = h(0) et donc h est une fonction constante.
Réciproquement, toutes les fonctions constantes conviennent.

Conclusion : Seules les fonctions constantes répondent au probléme.

Exercice : Numéro 55
Soit @ un nombre complexe.
On note F ’ensemble des suites & valeurs complexes telles que :
Vn €N, uyp2 = 2au,41 + 4(ia — 1)u, avec (ug,u;) € C2.
1) (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites & valeurs complexes.
Correction : Montrons que E est un sous-espace-vectoriel de ’ensemble des suites & valeurs complexes.
La suite nulle appartient & E ( obtenue pour (ug,u1) = (0,0)).

Soit u = (Un)nen et v = (vy,)nen deux suites de E. Soit A € C.

Montrons que w = u 4+ Av € E.

OnaVnéeN, w, = un + Avg.

Soit n € N.

Wn42 = Un42 + AUnt2.

Or (u,v) € E2, donc wpt2 = 2aunt1 + 4(ia — Dup, + A (200,41 + 4(ia — 1)vy,)
c’est-a-dire wp42 = 2a (Unt1 + AVnt1) +4(ia — 1) (up + Avy)

ou encore Wn42 = 2awWn41 + 4(ia — 1)w,.

Donc w € E.

Donc E est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des suites a valeurs complexes.

(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.

Correction : On considere 'application ¢ définie par :
. — C?
" u=(un)nen = (uo,u1)

Par construction, ¢ est linéaire et bijective.

Donc ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

On en déduit que dim E = dim C? = 2.

2) Dans cette question, on considére la suite de E définie par : up = 1 et u; = 1.

Exprimer, pour tout entier naturel n, le nombre complexe u,, en fonction de n.
Indication : discuter suivant les valeurs de a.

Correction : Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
On introduit ’équation caractéristique (E) : 7% — 2ar — 4(ia — 1) = 0.
On a deux possibilités :

— si (E) admet deux racines distinctes r1 et ra, alors Vn € N, u, = ar + grl
avec (a, 3) que 'on détermine & partir des conditions initiales.

— si (E) a une unique racine double 7, alors Vn € N, u,, = (an + 8)r"
avec (a, B) que 'on détermine & partir des conditions initiales.

Le discriminant réduit de (E) est A’ = a? 4 4ia — 4 = (a + 2i)>.
Premier cas : a = —21

r = a = —2i est racine double de (E).



Donc, Vn €N, u, = (an + B)(—2i)".
Orup=1etu; =1,doncl=p8etl=(a+pB)(—2i).

Onendéduitquea:%fletﬁ:L

Deuxiéme cas : a # —21

On a deux racines distinctes ry = 2(a + i) et 7o = —24.
DoncVn €N, u, =a(2(a+12)" + B(—29)".
Orup=1etu; =1,donca+p =1et 2(a+i)a—2i8 = 1.

1+ 2 2a 4 2i — 1
On en déduit, apres résolution, que a = i et B = L
2a + 41 2a + 41
Exercice : Numéro 5
. . 1
1) On consideére la série de terme général u,, = ﬂ oun>=2et aclR.
n(lnn

(a) Cas <0
En utilisant une minoration tres simple de wu,,, démontrer que la série diverge.

1 1
Correction : Vn > 3,Inn > 1 donc (Inn)® < 1. On en déduit que : Vn > 3, u,, > o Or Z — diverge. Donc , par critere de

n>1
minoration pour les séries a termes positifs, on en déduit que Z un, diverge.
(b) Cas a >0
Etudier la nature de la série. )
Indication : On pourra utiliser la fonction f définie par f(x) = ———.
z(lnx)e
1
Correction : La fonction f: z +— 2na)= est décroissante et positive sur [2; 400 donc :
z(lnx
+oo
Z f(n) et / f(z) dz sont de méme nature.
n=2 2
X In(X) d¢ +oo
Puisque / f(x)dz = / —, on peut affirmer que : / f(x) dz converge <= a > 1.
2 t=lnz [, o t 2

On en déduit que : Z f(n) converge <= a > 1.
n=2

e—[1+ — en
n
2) Déterminer la nature de la série 5 .
nga (In(n? +n))

(e_ <1+i)>
(In(n? + n))?

1\" 1 (l—jl + ( L ) _Llyo(l e 1
Auvoisinagede+oo,e—<1+f> —e—em(HR) et mr o)) Co ot 2”+0("):—+o(7).
n n

3=

Correction : On pose, pour tout entier naturel n > 2, u,, =

1\" e
On en déduit qu’au vosinage de +o00, e — | 1 + — ~ —.
n +oo 2n

1 1 1
De plus, au voisinage de 400, In (n2 —+ n) =2lnn+In (1 + 7> =2Inn+ — +o (7) Donc In (n2 + n) +~ 2Inn.
n n n oo

1 e 1
Et comme en ~ 1, on en déduit que u,, ~ — X ——— . Or, d’apres 1.(b ——— converge.
oo q " +oo 4 " n(lnn)? P (b)), 7gzn(lnn)2 g

Donc, par critére d’équivalence pour les séries a termes positifs, E u, converge.
n>2

Exercice : Numéro 6 Soit (u,),.y une suite de réels strictement positifs et I un réel positif strictement
inférieur a 1.
unJrl

1) Démontrer que si lim

= [, alors la série E U, converge.
n—-+oo Up,

. . , . . .. 4 .. . Un+1
Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim

= [, puis majorer, pour n assez grand, u,
n—-+oo Up,

par le terme général d’une suite géométrique.

Un
Correction : Par hypothése : Ve >0, 3N € N/Vn > N, | R

1-1

U gice )
Un

Prenons € =

Fixons un entier N vérifiant (1).
Un+1 _ 1-1

Unp, 2
Unp 1+1
Et donc, Vn > N, Zntl < —.

Unp 2
141
i‘ On a donc ¢ € ]0,1[.

AlorsVn €N, n > N = |

On pose ¢ =
On a alors Vn 2 N, up41 < qUn.



On en déduit, par récurrence, que Vn = N, u, < ¢ Nun.

Or Z " Nuy =ung Z q" et Z q" converge car q € ]0, 1[.
n=N n=N n=N

Donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, E uy, converge.

|
2) Quelle est la nature de la série Z g
nn

n>1
n!
Correction : On pose : Vn € N* u,, = —
n
1
u n" —nlIn(l4+—)
VneN, u, >0etVneN, 2t o0 _o n’.
Up (n+1)"
Un+1

1
Or —nIn(l4+ —) ~ —1donc lim =e <1
n’ +oo

n—+0o0 Uy

Donc E u, converge.

Exercice : Numéro 7

1) Soient (un),cy €t (Vn),cy deux suites de nombres réels positifs.
On suppose que (vy,),,cy est non nulle a partir d'un certain rang.
Montrer que :
Uy, Q;o Uy —> Zun et Z v, sont de méme nature.

Correction : Par hypothése, 3 Ng € N/ Vn € N,n > Ng = v,, # 0.

- . Un
Ainsi la suite

) est définie & partir du rang No.
Un
De plus, on suppose que u, ~ V.

“+ oo

On en déduit que lim Un _ 1.
n—+oo Uy,
Alors, Ve > 0, AN € Ntel que N > Nget Vn € Nyn > N = u—nfl‘ <e (1)
Un

1
Prenons € = 5 Fixons un entier N vérifiant (1).

L Uy, 1
Ainsi, VneNn2>2N—= |— — 1| < —.
Un 2
oo 1 Unp, 1
C’est-a-dire, Vn € Nn >N —= ——- < — — 1< —.
2 Un 2
u 3
OnendéduitqueVnENﬂL}N:fg—é5. *)
Un

Premier cas : Si E v, converge

k] 2 * 3
Dapres (*), ¥n > N, u < Svn.
Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, E U, converge.
Deuxiéme cas : Si E vy, diverge

1

D’apres (*), Vn > N, Evn < Unp.
Donc, par critére de minoration des séries & termes positifs, > u,, diverge.

Par symétrie de la relation d’équivalence, on obtient le résultat.

1
(1 —1)In(n)sin [ —
2) Etudier la convergence de la série Z n

= (Vn+3-1)

(i est ici le nombre complexe de carré égal a —1)
(=)™ +i)Innsin <l>
n

Correction : On pose Vn > 2, u,, =

(\/n+3 — 1)
1
V2Innsin(=)
lun| = T
Vats-1)
2lnn
De plus |uy,| ~ \[73 = v,
oo 3
n2
5 21 5
On an4v, = Llnn, donc lim mn4w, = 0. On en déduit que E v, converge.
ni n— +o0o

D’apres 1., E |upn| converge.
n=2

Donc E u, converge absolument.
n=2

De plus, la suite (un)n>2 est & valeurs dans C, donc E un, converge.
n>2

Exercice : Numéro 46 On considere la série :Z cos (ﬂ'\/ n2+n-+ 1).

n>1



1
1) Prouver que, au voisinage de +oo, 71vn?+n+1 = nv + g + ozI + 0 <2> ou « est un réel que 'on
n n

déterminera.

1 1
Correction : ﬂm:nﬂ'm'
n n
1 1 11 1 1 1 1 3 1
Or, isi d All+ -+ —=14+-(—4+ ) —+4+0(=)=1+4 — o(—).
Donc,auvoisinagede+oo,7r\/m:nﬂ+g+§E+O(
n

=)
2) En déduire que Z cos (7r vn2+n+ 1) converge.
n=1

Correction : On pose Vn € N*, v,, = cos (ﬂ\/n2 +n+ 1).

3 1 3 1
D’apres 1., v,, = cos <n7r + r + °r + O(—)) = (-1)"!sin (71 + O(—))
2 8n n? 8n 2

n
3w (—1)" ! 1
Donc v, = —L + O0(—).
8 n n?2
(—1)mt? 1
Or Z ———— converge (d’apres le critéere spécial des séries alternées) et Z O(—;) converge (par critére de domination), donc
n=1 n n=1 n
Z v, converge.
n=1
3) E cos (ﬂ' vn2+4+n+ 1) converge-t-elle absolument ?
n>1
. N £ . 3
Correction : D’apres le développement asymptotique du 2., on a |v,| o S
oo 8n

1
Or E — diverge (série harmonique), donc E |vy,| diverge, c’est-a-dire Y. v, ne converge pas absolument.
n>1 n>1 n>1

2 Suites numériques

Exercice 1 : Soit (uy), une suite réelle convergente. Que peut-on dire de la suite ([un]),cn ?

Correction : On peut avoir plusieurs cas possibles. Cela vient du fait que la fonction partie entiére n’est pas continue.

Exercice 2 : Déterminer la limite de la suite u = ((2sin(2 + %cos(n))n)nem*.

Correction : On utilise sin(z) < z et on majore la suite par une suite géométrique ((%)n)nelN*
Exercice 3 : Soit (u),cy une suite réelle bornée. Montrer que la suite (vy,),cpy définie par, pour n € IN,
v, = sup {u,|p > n}, est convergente.

Correction : Si on note A, = {up|p > n}, alors la suite (A,) est décroissante pour l'inclusion et donc (vy,) est aussi décroissante.

Elle est de plus minorée par la borne inférieure de (uy).
Exercice 4 : Déterminer la limite de la suite (uy), - définie par :

n

1
VneIN* wu, =
;\/(n+k—1)(n+k)

Correction : Encadrement pour chercher somme de Reimann

Exercice 5 : Pour z € [0,1] et n € IN tel que n > 2, on pose f,,(z) = ™ —nz + 1.
1) Montrer qu'il existe un unique z,, € [0, 1] tel que f,(z,) = 0.
Correction : théoréeme de la bijection sur le segment

2) (a) Montrer que la suite (2,),-, converge.

Correction : f,i1(z,) = 2" — (n+ Dz, +1 =2 — 2, + (—nz, + 1)
ntl _

Par définition de x,, on a alors fn41(zn) = x;, Ty — ;. Comme z, est dans [0,1] on a fp41(zn) < 0. De plus fr41 est

décroissante et fr,41(zp4+1 = 0. On en déduit que 41 < x,. La suite est donc décroissante, minorée par 0, donc convergente.

(b) Soit a €]0, 1], étudier le signe de f,,(a) pour n suffisamment grand.
En déduire la limite de la suite (z5),,5,-

Correction : Comme on a a < 1, a™ — 0 et donc f,(a) ~ —na. Donc f,(a) < 0 a partir d’un certain rang.
Comme f,, est décroissante et f, (z,) = 0, on en déduit que z,, < a & partir d’un certain rang. C’est la définition de la convergence

vers 0.
3) (a) Donner un équivalent simple de z,, lorsque n tend vers +oo.

1 n

Correction : On utilise la définition de z, : z;. — nz, +1 =0, dou 2, = — + JT” Soit a €]0, 1[.
n

n

Comme (z")nEIN* est décroissante et positive on a, pour n assez grand, z,, < a”. On en déduit que —= = o (7)
n

D’ou z, ~ 717



(b) % Donner un développement asymptotique a deux termes de x,, quand n tend vers +oc.

Correction : si on note y,, = z,, — % A l’aide de I’équation définissant xz,,.
) = nx, — 1 devient (% + yn)" = ny,. On a donc ny,, = en(n(mtnyntolnyn) pe plus ny, = ;. < x3, ce qui permet de dire
que ngrfoo n(ny, + o(ny,)) = 0 et donc ny, ~ ef”l“(")7 d’olt Yy, ~ TlJrl

Exercice 6 : *

1) Soit n € IN*, montrer que P, (z) = 2" + 22 — 1 admet une unique racine u,, dans l'intervalle ]0, 1[.

2) Etudier la suite (un),, o

3) Déterminer un équivalent simple de (un — lim un>
n—-+oo

Exercice 7 : On considere les suites (un),cn €t (Un), o définies par

2n+1 (—].)k

YnelN wu,= E -—— et wv,=u,+
|
= (2k)!

1) Montrer que ces suites sont adjacentes.

Correction : on revient a la définition.

2) Montrer que la limite commune est irrationnel.

Correction :

Exercice 8 : %

Par ’absurde en encadrant la limite commune

Soit (un), N une suite réelle, de limite 0.

2
. . 1
1) Si on suppose uy, + tUp41 ~ o a-t-on toujours u, ~ - ?

. 3 1
2) Montrer que, si on a u, + ug, ~ o alors u,, ~ —
n

n

Exercice 9 : Etudier la convergence de la suite (uyp,) définie par :

1
1) u0:a>1,Vn€]Nun+1:2<un+

2) up =0,Vn € N up,1 = u2 + a.
3) ug > 0,Yn € N uyyy = a¥n.

3 Séries numériques

a
Up )

Exercice 10 : Déterminer la nature de la série de terme général :

n!
n"
Correction :

1)

. 1
ration %7 < %

2) (ch(3) "

Correction :

3) (1+vn) "

njon

On peut utiliser la formule de Stirling, ou la majo-

Par développement, converge

a\/ﬁ

5) — aveca € R

n
Correction :
In (n!)

n(l
Correction :

6)

(4n +4)!

converge si et seulement sia < lou(a=1eta > 1)

on montre par encadrement (comme série intégrale)

que In(n!) ~ nln(n), converge si et seulement si a > 2.

Correction : par comparaison & 2~ ", converge

n?—1

4) e~

Correction : c’est un 0(-%;), converge
n

Exercice 11 : Méme question :

n —+ (_1)n+1

Correction : en cherchant un

développement, converge

2)

3)

7) I/n3 —4n? + 5n—/n? + an + b avec (a,b) € IR

Correction

(1) In (n)

Correction : t — w décroit & partir

de e.

(="

Vn!

: converge si et seulement si a = 7% et b= 19—4.

Correction : on montre en passant au

1
Ul

quant que, si n = V2p, n! > (p+ 1)P,

logarithme que décroit. En remar-

montre que V/n! — oco., converge



Exercice 12 : Calculer les sommes des séries suivantes, en montrant leur convergence :

I . > 2n — 1 Correction : L’astuce consiste & écrire

1) Y (n+1)3 3) S
—4n arctan | ————— ) = arctan(n +1) —
n=0 n=3 n?+n+1
arctan(n),

Correction : % Correction : décomposition  en

400 1 1 9 éléments simples, % 5) In ’ﬂ +3n+2
2) E + S Z T n2+3n

- Vn—1 +vn+1 +n

+oo 1
4) E arctan | ———— Correctlon : on factorise, puis
n+n+1 .

Correction : 1 — télescopage, In(3)

Sk
3
S

Exercice 13 : Calculer les sommes, aprés avoir justifier leur convergence, des séries de terme général u,, suivant :

1) U, = In (1 + &) Correction : on écrit la slom(m)e partielle télescopage, 3
n . g f t
Correction : on regroupe les termes 2 et on majore le reste, / : 1
o 1+t sin{ gy
pr2o N n s
Uy = ————— 1
1 ) cos cos ( )
2) u, = (—=1)" [ ¢"f(t)dt avec f € nt+nt+1 " n+l
0 Correction : Décomposition en Correction : On développe le sinus,
(50 ([0, 1] ,IR+) éléments simples réels qui donne un tan(1)

Exercice 14 : On considere les suites (an),cny €t (bn), o définies par : ¥n € N, a, = § (2—1—\/?:)", et
by =12 (2-V3)".

1) Que peut-on dire de la suite (sin (a, +bn)), e ?

2) Démontrer que ngrfm sin (a,) = 0.

3) Etudier la convergence de la série > sin (a,) .

n

1
Exercice 15 : On considere la suite (uy,),, oy~ définie par u, = z” In (n).
k=1
1) Donner un équivalent de In (n + 1) — In (n) — n—H lorsque n tend vers +oo.
En déduire que la série Z (Up+1 — uy) converge.
=1
2) En déduire qu'’il existe une constante v telle que Z = (n) +v+o(1)
k=1
3) Calculer
2n 1 2n 1
i d g et w0 gy

Exercice 16 :

On considere la suite (uy),, o définie par : 0 <wup < 1letVn €N, uyp1 = uy, — u?.
1) Montrer que la suite (uy), o converge. Quelle est sa limite ?
2) Montrer que la série de terme général u? converge.

Upn+1
Unp,

3) Montrer que les séries de termes généraux In ( ) et u,, divergent.

Correction : télescopage et équivalence

1
4) Montrer que, pour tout n € IN, u,, < 1 et que la suite (nu,), . est croissante. On note £ sa limite.
n

Correction : la fonction ¢ — t(1 — t) est croissante sur [0, 3], récurrence. Pour la monotonie on fait la différence.
l— Un sk P
5) On pose u, = ——. Montrer que la série de terme général v, 1 — v, converge.
n

. . 1
Correction : télescopageEn déduire que Uy est equlvalent a —.
n

Correction : comme vy 41—y = (—1+nuy)uy, +uf,/, si £ # 1 alors on a une contradiction de convergence de série car (—1+nuy )u, ~

(=14 €)u,, qui est le terme d’une série divergente.

u n+a
Exercice 17 : Soit (uy,,) une suite définie par la donnée de ug € IR* et la relation : V n € IN, ntl j: b olt
Up, n

a, b sont deux constantes réelles (—a, —b ¢ IN).



1) Montrer que u,, est de signe constant & partir d’un certain rang.

2) On pose v, = (n+b— 1)u,. Etudier la convergence de la suite (v,) (on introduira la série de terme général
In(vp41) — In(vy,)).
sia—b+1>0,v, - +00
), on en déduit que ¢ sia —b+1=0,v, = Cst
sia—b+1<0,v, =0

a—b+1

Correction : In(v,4+1 — In(v,) = In (1 + ot

3) x En déduire que la série Y u,, converge si et seulement si a —b+ 1 < 0 et calculer sa somme en fonction de

a, b, ug.
. “ = (b — Duo
Correction : (n +b)unt1 — (R +a)up =0= (n+bupt1 +(b—a—1) Z uk — aup = 0 et donc Z R
k=0 k=0
Exercice 18 :
" In(k)
Soit la suite de terme général u,, = Z .
k
k=2
1) Donner un équivalent de w,, en +oo.
. o In*(n)
2) Montrer que la suite de terme général : v, = u,, — — est convergente.
3) % Soit £ = lim wv,. Donner un équivalent de v,, — £.
n—-+oo
+oo +oo
Correction : v, — £ = — IZ; (/kk+1 @ dt — %) = - kz:;wk avec wy ~ I;JE,);), on obtient v,, — £ ~ — 1“2(:)
Exercice 19 :
+o00
1) Soit (uy,) une suite réelle telle que > |u,| et > nju,| convergent. On note v, = Z Ug-
k=n
(a) Montrer que nv, — 0.
+oo —+oo
(b) Montrer que Z U, = Z Ny, .
n=1 n=1
“+oo
2) Application : Calculer lorsque c’est possible : Z krk.
k=1

orrection : ——
C (1—7)2
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